
۲ گروه
كامپيوتري سيستم هاي كارايي ارزيابي

امتيازي تمرين

باشد: زير صورت به آن ها توأم pdf اگر گويند گوسي توأم را X1, X2, . . . , Xn تصادفي متغيرهاي

fX(x) ≜ fX1,...,Xn(x1, . . . , xn) =
exp

{
−1

2
(x−m)TK−1(x−m)

}
(2π)n/2|K|1/2

(۱)

هستند: زير در شده تعريف ستوني بردارهاي m و x آن در كه

x =


x1

...
xn

 , m =


m1

...
mn

 =


E[X1]

...
E[Xn]


مي باشد: زير در شده تعريف كوواريانس ماتريس K و

K =


Cov(X1, X1) Cov(X1, X2) · · · Cov(X1, Xn)

Cov(X2, X1) Cov(X2, X2) · · · Cov(X2, Xn)
... ... . . . ...

Cov(Xn, X1) Cov(Xn, X2) · · · Cov(Xn, Xn)

 (۱)

است. متقارن ماتريسي K پس است، Cov(Xi, Xj) = Cov(Xj, Xi) كه آنجا از

آوريم: بدست ρX,Y = Cov(X,Y )
σXσY

تعريف به توجه با را متغيره ۲ گوسي توزيع تابع *
كوواريانس): ماتريس K) داريم كواريانس ماتريس براي بنابراين

K =

 σ2
1 ρX,Y σ1σ2

ρX,Y σ1σ2 σ2
2

 , |K| = σ2
1σ

2
2(1− ρ2X,Y ) (۲)

K−1 =
1

σ2
1σ

2
2(1− ρ2X,Y )

 σ2
2 −ρX,Y σ1σ2

−ρX,Y σ1σ2 σ2
1

 (۳)
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با: است متناسب توان) (جمله عبارت توان جمله (۱) معادله در

1

σ2
1σ

2
2(1− ρ2X,Y )

[
x−m1 y −m2

] σ2
2 −ρX,Y σ1σ2

−ρX,Y σ1σ2 σ2
1

x−m1

y −m2


=

1

σ2
1σ

2
2(1− ρ2X,Y )

[
x−m1 y −m2

] σ2
2(x−m1)− ρX,Y σ1σ2(y −m2)

−ρX,Y σ1σ2(x−m1) + σ2
1(y −m2)


=

(
x−m1

σ1

)2
− 2ρX,Y

(
x−m1

σ1

)(
y−m2

σ2

)
+
(

y−m2

σ2

)2
(1− ρ2X,Y )

(۴)

در را زير كوواريانس ماتريس و صفر ميانگين با گوسي توأم توزيع داراي (X,Y, Z) تصادفي متغيرهاي بردار مثال:
بگيريد. نظر

K =


Cov(X,X) Cov(X,Y ) Cov(X,Z)

Cov(Y,X) Cov(Y, Y ) Cov(Y, Z)
Cov(Z,X) Cov(Z, Y ) Cov(Z,Z)

 =


1 0.2 0.3

0.2 1 0.4

0.3 0.4 1


آوريد. بدست را X,Z حاشيه اي توزيع مطلوبست

داريم: حل روش ۲ جواب:
حاشيه اي. pdf يافتن براي pdf مستقيم انتگرال گيري -۱

واريانس ها ميانگين ها، مجموعه همان داراي كه است گوسي يك نيز X,Z حاشيه اي pdf كه واقعيت اين از استفاده -۲
است. مشترك كوواريانس و

مي باشد: زير شكل به كوواريانس ماتريس و صفر ميانگين بردار داراي (X,Z) توأم pdf ،۲ روش طبق بنابراين

K =

Cov(X,X) Cov(X,Z)

Cov(Z,X) Cov(Z,Z)

 =

 1 0.3

0.3 1


باشند، گوسي توأم توزيع داراي و باشند Cov(Xi, Xj) = 0 (i ̸= j) با تصادفي متغيرهاي X1, . . . , Xn اگر مثال:

هستند. مستقل تصادفي متغيرهاي دهيد نشان

داريم: و است قطري كوواريانس ماتريس

K = diag[VAR(Xi)] = diag[σ2
i ] , K−1 = diag

[
1

σ2
i

]
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(x−m)TK−1(x−m) =
n∑

i=1

(xi −mi)
2

σ2
i

fX(x) =
exp {−1/2

∑n
i=1[(xi −mi)/σi]

2}
(2π)n/2|K|1/2

=
n∏

i=1

exp {−1/2[(xi −mi)/σi]
2}√

2πσ2
i

=
n∏

i=1

fXi
(xi) ■

مي دهد. نشان را متغيره ۲ گوسي در نما جمله (۴) رابطه
شكل ρXY و σ1, σ2 مقادير و مي باشد (m1,m2) آن مركز كه است زنگوله اي سطحي متغيره ۲ گوسي توزيع تابع شكل

مي كنند. مشخص را زنگوله
بيان را توزيع تابع كانتور يا و (level set) سطح مجموعه باشد، ثابتي عدد نما، مقدار آن ها ازاي به كه x, y مقادير همه

مي كنند.
مي دهند: نشان را ثابت pdf كانتورهاي ،σ1, σ2, ρXY مختلف مقادير ازاي به زير شكل هاي

ρXY = 0 σ1 > σ2

0 < θ < π/4

ρXY ̸= 0

θ = π
4

σ1 = σ2

θ = π/4

ρXY ̸= 0

σ1 < σ2

π/4 < θ < π/2

ρXY ̸= 0

از: است عبارت θ زاويه مقدار
θ =

1

2
tan−1

(
2ρXY σ1σ2

σ2
1 − σ2

2

)
.θ = π/4 و است π/2 همان ، tan−1∞ ، σ2

1 = σ2
2 براي آن در كه

در زير صورت به كه توأم توزيع روي از است، σ2
1 = σ2

2 = 1 و m1 = m2 = 0 وقتي (۴) رابطه خاص حالت در مثال:
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آوريد. بدست انتگرال گيري روش با را Y,X حاشيه اي توزيع مي آيد،

fX,Y (x, y) =
1

2π
√

1− ρ2
e

−(x2−2ρxy+y2)

2(1−ρ2) −∞ < x, y <∞

مي آيد: بدست y روي fX,Y (x, y) انتگرال گيري با X حاشيه اي توزيع

fX(x) =
e−x2/2(1−ρ2)

2π
√

1− ρ2

∫ ∞

−∞
e−(y2−2ρxy)/2(1−ρ2)dy
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يعني: مي آوريم. در كامل مربع صورت به را انتگرال درون عبارت ρ2x2 كردن كم و اضافه با

y2 − 2ρxy + ρ2x2 − ρ2x2 = (y − ρx)2 − ρ2x2

بنابراين:

fX(x) =
e−x2/2(1−ρ2)

2π
√

1− ρ2

∫ ∞

−∞
e−{(y−ρx)2−ρ2x2}/2(1−ρ2)dy

=
e−x2/2(1−ρ2) × eρ

2x2/2(1−ρ2)

√
2π

∫ ∞

−∞

e−[(y−ρx)2]/2(1−ρ2)√
2π(1− ρ2)

dy

=
e−x2/2

√
2π

است. 1− ρ2 واريانس و ρx ميانگين با گاوسي توزيع تابع انتگرال، درون چون است، 1 انتگرال مقدار
حاشيه اي توزيع ترتيب همين به است. 1 واريانس و 0 ميانگين با گاوسي pdf يك X حاشيه اي توزيع مي شود، مشاهده

مي آيد. بدست Y

نشان و آوريد بدست را fY |X(y|x) و fX|Y (x|y) شرطي pdf زير، فرمول در متغييره دو توأم توزيع روي از تمرين:
و m1 + ρX,Y

(
σ1

σ2

)
(y − m2) شرطي ميانگين داراي كه است گاوسي يك Y = y شرط به X ،pdf مثلا دهيد

است. σ2
1(1− ρ2X,Y ) شرطي واريانس

: دومتغيره نرمال توأم توزيع

fX,Y (x, y) =
1

2πσ1σ2

√
1− ρ2X,Y

× exp

(
− 1

2(1− ρ2X,Y )

[(
x−m1

σ1

)2

− 2ρX,Y

(
x−m1

σ1

)(
y −m2

σ2

)
+

(
y −m2

σ2

)2
])

يعني مي باشد. X حاشيه اي توزيع همان Y = y شرط به X شرطي توزيع است، ρXY = 0 وقتي دهيد نشان سپس
هستند. مستقل Y و X
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Y و X لزوماً باشد، ρXY = 0 اگر ولي است ρXY = 0 باشند، مستقل تصادفي متغير Y و X اگر مهم: نكته
نيستند. مستقل

گاوسي تصادفي متغير Y و X كه است موقعي دقيقاً مي شود، Y و X استقلال به منجر ρXY = 0 كه موردي تنها
باشند.

تصادفي: متغير اميد
بگيريد نظر در را منفي جمله اي دو توزيع سؤال:

Y ∼ NegBin(r, p) E[Y ] =
r

p

است؟ صحيح گزينه كدام Yi مورد در
Y =

?∑
i=1

Yi

i = 1, . . . , r ، Yi ∼ Ber(p) يعني باشد، شير امتحان امين i : Yi (A

Yi ∼ يعني موفقيت). امين (i − 1) مشاهده از (پس موفقيت امين i آوردن بدست براي امتحان تعداد : Yi (B
i = 1, . . . , r ، Geo(p)

، Yi ∼ Bin(n, p) و هستيم P (Yi = 1) دنبال به مقابل در كه يعني امتحان، n در موفقيت تعداد : Yi (C
i = 1, . . . , r

B جواب:
است. تابع يا و عدد زير مورد هر كه كنيد مشخص

[y [تابع P (X = 2|Y = y) -۳
[x, y [تابع P (X = x|Y = y) -۴

[عدد] P (Y = 2|Y = 5) -۱
[x [تابع P (X = x|Y = 5) -۲
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است غلط كدام و صحيح كدام زير موارد از
[صحيح] ∑

x p(X = x|Y = 5) = 1 -۱
[غلط] ∑

y p(X = 2|Y = y) = 1 -۲

[صحيح] ∑
x

∑
y

p(X = x|Y = y)p(Y = y)︸ ︷︷ ︸
P (X=x,Y=y)


︸ ︷︷ ︸

P (X=x)

= 1 -۳

پيوسته: تصادفي متغيرهاي در نسبي هاي احتمال
است. x نقطه در توزيع چگالي ميزان بيانگر بلكه نيست، احتمال f(x) چون چرا؟ است، صحيح f(x) > 1 نكته:

نرمال توزيع احتمال چگالي تابع نمودار :۱ شكل

است نرمال توزيع داراي كه باشد مسأله يك حل براي لازم زمان = X كنيد فرض

X ∼ N (10, 2) (σ2 = 2, µ = 10)

كنند؟ حل دقيقه ۵ زمان مدت به نسبت دقيقه ۱۰ زمان مدت در را مسأله كه است محتمل تر چقدر

P (X = 10)

P (X = 5)
=

A = 0
0
= تعريف بدون

B = f(10)
f(5)

استدلال برخلاف ،P (X = 10) = P (X = 5) = 0 يعني است صفر نقطه هر احتمال پيوسته، RV در مي دانيم
است. B جواب ، فوق صحيح
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پيوسته: در زيرا

P (X = a) = lim
ϵ→0

P
(
a− ϵ

2
≤ X ≤ a+

ϵ

2

)
= lim

ϵ→0

∫ a+ ϵ
2

a− ϵ
2

f(x)dx = ϵf(a)

⇒ P (X = a)

P (X = b)
=

ϵf(a)

ϵf(b)
=

f(a)

f(b)

f(10)

f(5)
=

1
σ
√
2π
e−(10−µ)2/2σ2

1
σ
√
2π
e−(5−µ)2/2σ2

=
e−

(10−10)2

2×2

e−
(5−10)2

2×2

=
e0

e−25/4

از: است عبارت Y شرط به X شرطي pdf ،Y و X پيوسته تصادفي متغيرهاي براي پيوسته: شرطي توزيع

fX|Y (x|y) =
fX,Y (x, y)

fY (y)

شهودي: طور به

P (X = x|Y = y) = P (X=x,Y=y)
P (Y=y)

←→ fX|Y (x|y)ϵX =
fX,Y (x,y)ϵXϵY

fY (y)ϵY

گسسته پيوسته

زيرا: است. احتمال توزيع يك fX|Y شرطي pdf مي شود ∫اثبات ∞

−∞
fX|Y (x|y)dx =

∫ ∞

−∞

fX,Y (x, y)

fY (y)
dx =

∫∞
−∞ fX,Y (x, y)dx

fY (y)
=

fY (y)

fY (y)
= 1

سؤال:
داريم ويروسي بيماري به مبتلا گروه دو ويروسي: عفونت

است آلوده P1 = 0.1 احتمال با مستقلاً نفر هر كه نفر 200 :G1 �

است آلوده P2 = 0.4 احتمال با مستقلاً نفر هر كه نفر 100 :G2 �
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است. بهتر جواب يافتن براي زير استراتژي هاي از يكي اين كه آوريم. بدست را P آلوده) نفرات تعداد > 55) مي خواهيم
مي نويسيم: را هدف و ها RV يعني مي كنيم. بيان رسمي صورت به را سؤال صورت ابتدا

باشد G1 در آلوده نفرات تعداد = A كنيد: فرض

A ∼ Bin(200, 0.1)

G2 در آلوده نفرات تعداد = B و
B ∼ Bin(100, 0.4)

آوريم. بدست را P (A+B > 55) مي خواهيم

: ها استراتژي
است. دهنده آزار ولي مي كند كار : كانولوشن - A

مستقل جمله اي ۲ متغيرهاي جمع - B
به فاصله اين و است، np = 20 چون غلط، (روش مستقل پواسن تصادفي متغيرهاي جمع كمك به تقريبي جواب - C

نيست.) بزرگ پواسن تقريب از كمال حد
مستقل نرمال تصادفي متغير جمع كمك به تقريبي جواب - D

است) مسأله جواب D چون است، (غلط داريم) نياز ديگر روشي (به نيست دقيق جواب روش ها از هيچكدام - E

نرمال تقريب ←به داريم D روش طبق

A ≃ X ∼ N (20, 18) µ1 ≃ np = 200× 0.1 = 20

σ2
1 ≃ np(1− p) = 20(1− 0.1) = 18

B ≃ Y ∼ N (40, 24) µ2 ≃ np = 100× 0.4 = 40

σ2
2 ≃ np(1− p) = 40(1− 0.4) = 24

از: است عبارت W = X + Y حال:

مستقل نرمال ۲ جمع
↓

W = X + Y ∼ N (20 + 40 = 60, 18 + 24 = 42)
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P (A+B > 55) ≃ P (W ≥ 54.5)

است. آمده بدست نرمال به جمله اي ۲ تقريب در پيوستگي تصحيح به مربوط اصل طبق فوق عبارت

P (W ≥ 54.5) = 1− Φ

(
54.5− 60√

42

)
= 1− Φ(−0.85) ≃ 0.8023

تحقيق و كند محاسبه جمله اي ۲ RVهاي براي را (P (A+B > 55)) اصلي جواب كه بنويسيد كامپيوتري برنامه اي
مي باشد. P (W ≥ 55) جواب از بهتر (P (W ≥ 54.5)) تقريبي جواب كه كنيد

توابع كانولوشن محاسبه حال در واقع در ، كنيد دقت شد ذكر قبل دربخش كه مستقل تصادفي متغير ۲ جمع به اگر
: خاص طور به . هستيم احتمال چگالي

مي دهد. بدست را (X +Y ) مجموع احتمال توزيع ، Y و X مستقل گسسته تصادفي متغير براي PY و PX كانولوشن

P (X + Y = n) =
∑
k

P (X = k)P (Y = n− k)

مي دهد. بدست را X,Y مجموع احتمال چگالي ، Y و X مستقل پيوسته تصادفي متغيرهاي براي fY و fX كانولوشن

fX+Y ( α
↓

گسستهnمشابه در
) =

∫ ∞

−∞
fX( k

↓
گسستهkمشابه در

)fY ( α− k
↓

گسستهn−kمشابه در
)dk

كرديم. بحث را نرمال و پواسون جمله اي، دو توزيع نوع ۳ براي آنها احتمال توزيع محاسبه و تصادفي متغيرهاي جمع
كانولوشن محاسبه يك واقع در كه مي كنيم بررسي مثال ذكر با را يكنواخت توزيع با مستقل تصادفي متغير جمع زير در

است.
مثال:

X ∼ Uni(0, 1) و Y ∼ Uni(0, 1)

(۱۸۳ صفحه ۴ چاپ پاپوليس ۸ .۶ (مثال كنيد حساب را fX+Y يعني X + Y توزيع هستند. مستقل تصادفي متغير
0, 1 ، X,Y حداكثر و حداقل آنكه به توجه با كنيم. حساب را fZ(z) مي خواهيم باشد، Z = X + Y كنيد فرض

مي باشد. 2 و 0 ، Z حداكثر و حداقل هستند

fZ(z) =

∫
fX(z − x)fY (x)dx
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مي آوريم. بدست جداگانه
0 ≤ z < 1

1 ≤ z ≤ 2

:z حالت ۲ براي را فوق انتگرال
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0 ≤ z ≤ 1 الف)

x

۱

۰ ۱

fY (x)

x

۱

z−۱ ۰ z ۱

f(z − x) f(z − x)fY (x)

x

۱

۰ z ۱

fZ(z) =

∫
fX(z − x)fY (x) dx =

∫ 0

z

1x dx = x |z0 = z − 0 = z

1 ≤ z ≤ 2 ب)

x

fY (x)

۱

۰ ۱ x

fX(z − x)

۱

۰ z−۱۱ z ۲ x

fX(z − x)fY (x)

۱

۰ z−۱۱

fZ(z) =

∫
fX(z − x)fY (x) dx =

∫ 1

z−1

(1)(x) dx = x |1z−1 = 1− (z − 1) = 2− z

z

fZ(z)

۱

۱ ۲

ترسيم زير صورت به fZ(z) چگالي و مي كنيم تركيب هم با را آن ها ب و الف قسمت در fZ(z) بودن موجود به توجه با
مي شود.

z

fZ(z)

۰ ۱ ۲

۱
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سوال:
پاپوليس). كتاب ۱۸۱ صفحه (پاسخ كنيد حساب را fZ(z) نباشند مستقل Y و X اگر

fZ(z) =

∫ ∞

−∞
fXY (z − y, y) dy =

∫ ∞

−∞
fXY (x, z − x) dx

همبستگي و كوواريانس
قد و وزن مثال:

متغير دو اين كوواريانس مورد در مي دهد. نشان را نفر ۱۲ اينچ حسب بر قد و كيلوگرم حسب بر وزن مقابل جدول
كنيد. بحث تصادفي

E[W ] = 62.75 E[H] = 52.75 E[WH] = 3355.83

Cov(W,H) = E[WH]− E[W ]E[H] = 3355.83− (62.75)(52.75) = 45.77 (positive correlation)

W ·H (اينچ) قد (كيلوگرم) وزن
۳۶۴۸ ۵۷ ۶۴
۴۱۸۹ ۵۹ ۷۱
۲۵۹۷ ۴۹ ۵۳
۴۱۵۴ ۶۲ ۶۷
۲۸۰۵ ۵۱ ۵۵
۲۹۰۰ ۵۰ ۵۸
۴۲۳۵ ۵۵ ۷۷
۲۷۳۶ ۴۸ ۵۷
۲۳۵۲ ۴۲ ۵۶
۲۱۴۲ ۴۲ ۵۱
۴۶۳۶ ۶۱ ۷۶
۳۸۷۶ ۵۷ ۶۸
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45 50 55 60 65 70 75 80 85
40

50

60

70

(كيلوگرم) وزن :W

چ)
(اين

قد
:H

اينچ) و (كيلوگرم قد و وزن پراكندگي نمودار :۲ شكل

واحدها تغيير
مشاهده آوريد. دست به را تصادفي متغير دو اين كوواريانس باشد، سانتيمتر حسب بر قد و پوند حسب بر وزن اگر
پوند ۲ .۲ معادل كيلوگرم هر و سانتيمتر ۲ .۵۴ معادل اينچ (هر مي شود متفاوتي نتايج به منجر داده همان كه مي نماييد

مي باشد. كوواريانس مقدار از گوياتر كوواريانس علامت كوواريانس، براي مي دهد: نشان مثال اين مي باشد).

Cov(2.2W, 2.54H) = E[2.2W × 2.54H]− E[2.2W ]E[2.54H] =

18752.38− (138.05)(133.99) = 255.06 (positive correlation)

100 110 120 130 140 150 160 170 180
100

120

140

160

180

(پوند) وزن :W

تر)
تيم

سان
د(

H:ق

سانتيمتر) و (پوند قد و وزن پراكندگي نمودار :۳ شكل

باشد. نداشته داده ها واحد به وابستگي كه داريم همبستگي به موسوم مفهومي نيازمند بنابراين نتيجه گيري:
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ρ(X,Y ) =
Cov(X,Y )

σXσY

آن: در كه
σ2
X = Var(X),

σ2
Y = Var(Y ),

همواره: و
−1 ≤ ρ(X,Y ) ≤ 1

بگيريد. نظر در را زير مورد سه است. X و Y بين خطي رابطه بيان براي معياري همبستگي،
هستند: شديد همبسته متغيرها و دارد وجود X و Y بين خطي رابطه اول مورد دو در

� ρ(X,Y ) = 1 → Y = aX + b, where a = σY

σX
مثبت) (همبستگي

� ρ(X,Y ) = −1 → Y = aX + b, where a = − σY

σX
منفي) (همبستگي

� ρ(X,Y ) = 0 → ندارد) وجود X و Y بين خطي رابطه واقع (در هستند ناهمبسته X و Y

روابط با شكل ها ارتباط تمرين:
نماييد. مشخص D ،C ،B ،A روابط با را ۴ تا ۱ شكل هاي ارتباط

A. ρ(X,Y ) = 1
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B. ρ(X,Y ) = −1

C. ρ(X,Y ) = 0

D. Other

پاسخ:

B. (Y = − σY

σX
X + b) :۱ شكل �

شويد. متوجه را آن كنيد سعي و كنيد توجه هم زاويه ضريب مقدار به است. منفي زاويه ضريب با خطي

A. (Y = σY

σX
X + b) :۲ شكل �

شويد. متوجه را آن كنيد سعي و كنيد توجه هم زاويه ضريب مقدار به است. مثبت زاويه ضريب با خطي

C. ρ(X,Y ) = 0 (ناهمبسته) :۳ شكل �

C. ρ(X,Y ) = 0 Yبراي = X2 :۴ شكل �
كوواريانس آنكه با مي دهد نشان ۴ شكل و مي گيرد اندازه را بودن” ”خطي همبستگي شد تاكيد كه همانطور

دارند. رابطه هم با ”غيرخطي” طور به متغير دو اين مي باشد، صفر Y و X

نيست استقلال بيانگر صفر كوواريانس اينكه از ديگر مثال
تصادفي متغير مي كند. اختيار 1

3
احتمال با را {−1, 0, 1} خود قلمرو مقادير از يك هر X تصادفي متغير كنيد فرض

مي كنيم: تعريف زير صورت به را Y

Y =

1 if X = 0

0 otherwise

بنويسيد. را اي حاشيه هاي توزيع و است؟ صحيح Y و X توام احتمال جرم تابع مورد در زير گزينه كدام
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B جواب:

دهيد: پاسخ زير هاي سوال به
بيابيد. را E[Y ] و E[X] .۱

بيابيد. را E[XY ] .۲
كنيد. محاسبه را Cov(X,Y ) .۳

هستند؟ مستقل Y و X آيا .۴

پاسخ
.۱ E[X] = 0 E[Y ] = 1

3

.۲ E[XY ] = 0 بنابراين است، صفر همواره XY

.۳ Cov(X,Y ) = E[XY ]− E[X]E[Y ] = 0

خير هستند؟ مستقل آيا .۴
P [Y = 0] =

2

3
̸= P (Y = 0|X = 0) = 0
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تصادفي متغيرهاي مجموع واريانس
است: برقرار زير رابطه كلي طور به Y و X تصادفي متغير دو براي

Var(X + Y ) = Var(X) + 2Cov(X,Y ) + Var(Y ) = 0

اثبات:

Var(X + Y ) = Cov(X + Y,X + Y )

= Cov(X,X) + Cov(X,Y ) + Cov(Y,X) + Cov(Y, Y )

= Var(X) + 2 ·Cov(X,Y ) + Var(Y )

.Cov(X,Y ) = Cov(Y,X) كوواريانس تقارن و Var(X) = Cov(X,X) توضيحات:

است: زير صورت به فوق تعميم

Var
(

n∑
i=1

Xi

)
=

n∑
i=1

Var(Xi) + 2
n∑

i=1

n∑
j=i+1

Cov(Xi, Xj)

اثبات:

Var
(

n∑
i=1

Xi

)
= Cov

(
n∑

i=1

Xi,
n∑

j=1

Xj

)

=
n∑

i=1

n∑
j=1

Cov(Xi, Xj)

=
n∑

i=1

Var(Xi) +
n∑

i=1

n∑
j=1,j ̸=i

Cov(Xi, Xj)

=
n∑

i=1

Var(Xi) + 2
n∑

i=1

n∑
j=i+1

Cov(Xi, Xj)

سوال:
مي باشد؟ چگونه متغيرها استقلال صورت در فوق روابط
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استقلال ۱
مي كنيم: بررسي سطح دو در را استقلال كلي، به طور است. آمار و احتمال نظريه ي بنيادي مفاهيم از يكي استقلال

پيشامدها؛ استقلال .۱

تصادفي. متغيرهاي استقلال .۲
مي كنيم. بررسي را پيوسته و گسسته تصادفي متغيرهاي استقلال سپس و پيشامدها استقلال ابتدا فصل، اين در

پيشامدها استقلال ۲
پيشامد دو استقلال تعريف ۱ .۲

آن ها، از يكي وقوع اگر مستقل اند F و E شهودي، به صورت باشند. Ω نمونه ي فضاي در پيشامد دو F و E كنيد فرض
كرد. بيان معادل تعريف دو با مي توان را پيشامد دو استقلال ندهد. تغيير را ديگري وقوع احتمال

ضربي تعريف اول: تعريف
اگر تنها و اگر مستقل اند F و E پيشامد دو

Pr(E ∩ F ) = Pr(E) Pr(F ).

است. استفاده قابل نيز دارد صفر احتمال پيشامدها از يكي كه هنگامي حتي زيرا است، عمومي تر تعريف اين

شرطي احتمال با تعريف دوم: تعريف
اگر مستقل اند F و E باشد، Pr(F ) > 0 اگر

Pr(E | F ) = Pr(E).

نوشت مي توان باشد، Pr(E) > 0 اگر ترتيب، همين به

Pr(F | E) = Pr(F ).

نمي دهد. تغيير را F احتمال نيز E وقوع از اطلاع و نمي دهد تغيير را E احتمال F وقوع از اطلاع يعني
مي شود: نتيجه شرطي احتمال رابطه ي از تعريف دو بودن معادل

Pr(E | F ) =
Pr(E ∩ F )

Pr(F )
= Pr(E) ⇐⇒ Pr(E ∩ F ) = Pr(E) Pr(F ).
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تاس دو پرتاب اول: مثال ۲ .۲
فضاي مي دهيم. نشان D2 و D1 با به ترتيب را دوم و اول تاس نتيجه ي مي كنيم. پرتاب را مستقل و سالم تاس دو

با است برابر نمونه
Ω = {(d1, d2) : d1, d2 ∈ {1, 2, 3, 4, 5, 6}}.

مي كنيم: تعريف را زير پيشامدهاي دارد. هم احتمال عضو 36 فضا اين

E = {D1 = 1}, F = {D2 = 6}, G = {D1 +D2 = 5}.

از عبارت اند پيشامدها اين اعضاي

E = {(1, 1), (1, 2), (1, 3), (1, 4), (1, 5), (1, 6)},

F = {(1, 6), (2, 6), (3, 6), (4, 6), (5, 6), (6, 6)},

G = {(1, 4), (2, 3), (3, 2), (4, 1)}.

مستقل اند؟ F و E آيا
با برابرند حاشيه اي احتمال هاي

Pr(E) =
6

36
=

1

6
, Pr(F ) =

6

36
=

1

6
.

است: (1, 6) حالت شامل فقط پيشامد دو اشتراك

E ∩ F = {(1, 6)}.

بنابراين
Pr(E ∩ F ) =

1

36
=

1

6
× 1

6
= Pr(E) Pr(F ).

نتيجه ي درباره ي اطلاعاتي هيچ اول تاس نتيجه ي زيرا است، سازگار نيز شهود با نتيجه اين مستقل اند. F و E پس
نمي دهد. دوم تاس

مستقل اند؟ G و E آيا
داريم G پيشامد براي

Pr(G) =
4

36
=

1

9
.
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پس است، (1, 4) حالت شامل فقط G و E اشتراك

E ∩G = {(1, 4)}, Pr(E ∩G) =
1

36
.

اما
Pr(E) Pr(G) =

1

6
× 1

9
=

1

54
̸= 1

36
.

داريم نيز شرطي احتمال از استفاده با نيستند. مستقل G و E بنابراين

Pr(G | E) =
1

6
̸= 1

9
= Pr(G).

مي دهد. تغيير را پنج مجموع دادن رخ احتمال است، شده يك برابر اول تاس اينكه دانستن پس

مستقل و ناسازگار پيشامدهاي تفاوت ۳ .۲
اگر مي ناميم disjoint يا ناسازگار را F و E پيشامد دو

E ∩ F = ∅.

داريم باشند، داشته غيرصفر احتمال پيشامد دو هر اگر دهند. رخ هم زمان نمي توانند پيشامد دو يعني بودن ناسازگار

Pr(E ∩ F ) = 0,

كه حالي در
Pr(E) Pr(F ) > 0.

پس
Pr(E ∩ F ) ̸= Pr(E) Pr(F )

نيستند. مستقل پيشامد دو و
مي دهد نشان آن ها از يكي وقوع زيرا وابسته اند؛ يكديگر به به شدت غيرصفر احتمال با ناسازگار پيشامدهاي واقع، در
آن ها از يكي حداقل كه باشند مستقل ناسازگار پيشامد دو است ممكن زماني تنها است. نداده رخ حتماً ديگري كه

باشد. داشته صفر احتمال
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ديگر پيشامد متمم و پيشامد يك استقلال ۴ .۲
مستقل اند. نيز ،F c يعني ،F متمم و E كنيم ثابت مي خواهيم باشند. مستقل F و E كنيد فرض

كرد: تقسيم ناسازگار قسمت دو به مي توان را E پيشامد

E = (E ∩ F ) ∪ (E ∩ F c).

ناسازگارند، راست سمت قسمت دو چون

Pr(E) = Pr(E ∩ F ) + Pr(E ∩ F c).

نتيجه، در

Pr(E ∩ F c) = Pr(E)− Pr(E ∩ F )

= Pr(E)− Pr(E) Pr(F )

= Pr(E)
(
1− Pr(F )

)
= Pr(E) Pr(F c).

بنابراين كرديم. استفاده Pr(F c) = 1− Pr(F ) رابطه ي از آخر خط در و F و E استقلال از دوم خط در

Pr(E ∩ F c) = Pr(E) Pr(F c),

مستقل اند. F c و E پس
مستقل اند: نيز زير زوج هاي باشند، مستقل F و E اگر كه داد نشان مي توان روش همين به

(Ec, F ), (E,F c), (Ec, F c).

پيشامد دو از بيش استقلال ۵ .۲
و F ،E پيشامد سه نيست. كافي كامل استقلال نتيجه گيري براي به تنهايي زوجي استقلال پيشامد، دو از بيش براي

باشند: برقرار زير شرط سه هر اگر زوجي اند مستقل G

Pr(E ∩ F ) = Pr(E) Pr(F ),

Pr(E ∩G) = Pr(E) Pr(G),

Pr(F ∩G) = Pr(F ) Pr(G).
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زير سه تايي شرط زوجي، شرط سه بر علاوه باشند، مشترك مستقل يا متقابل مستقل پيشامد سه اين اينكه براي اما
باشد: برقرار بايد نيز

Pr(E ∩ F ∩G) = Pr(E) Pr(F ) Pr(G).

سه تايي. شرط يك و دوتايي شرط سه دارد: نياز شرط چهار به مجموع در پيشامد سه استقلال بنابراين

سه تايي استقلال بدون زوجي استقلال دوم: مثال ۶ .۲
در را زير پيشامدهاي بار اين مي دهيم. نشان D2 و D1 با را آن ها نتيجه هاي و مي كنيم پرتاب را سالم تاس دو دوباره

مي گيريم: نظر
E = {D1 = 1}, F = {D2 = 6}, G = {D1 +D2 = 7}.

مي شود: هفت تاس دو مجموع كه است حالت هايي تمام شامل G پيشامد

G = {(1, 6), (2, 5), (3, 4), (4, 3), (5, 2), (6, 1)}.

بنابراين
Pr(E) = Pr(F ) = Pr(G) =

1

6
.

زوجي استقلال بررسي
مي كنيم: بررسي را F و E ابتدا

E ∩ F = {(1, 6)},

پس
Pr(E ∩ F ) =

1

36
=

1

6
× 1

6
= Pr(E) Pr(F ).

مستقل اند. F و E بنابراين
داريم نيز G و E براي

E ∩G = {(1, 6)},

پس
Pr(E ∩G) =

1

36
=

1

6
× 1

6
= Pr(E) Pr(G).

مستقل اند. G و E بنابراين
داريم G و F براي نهايت، در

F ∩G = {(1, 6)},
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پس
Pr(F ∩G) =

1

36
=

1

6
× 1

6
= Pr(F ) Pr(G).

دارند. زوجي استقلال G و F ،E نتيجه در است؛ برقرار دوتايي شرط سه هر مستقل اند. نيز G و F بنابراين

سه تايي استقلال بررسي
با است برابر پيشامد سه اشتراك

E ∩ F ∩G = {(1, 6)}.

بنابراين
Pr(E ∩ F ∩G) =

1

36
.

ديگر، طرف از
Pr(E) Pr(F ) Pr(G) =

1

6
× 1

6
× 1

6
=

1

216
.

چون
1

36
̸= 1

216
,

مثال اين ندارند. متقابل استقلال زوجي، استقلال وجود با پيشامد سه اين پس نيست. برقرار سه تايي استقلال شرط
نيست. كافي زوجي استقلال بررسي پيشامد، دو از بيش براي كه مي دهد نشان

تصادفي متغيرهاي استقلال ۳
متغير دو اگر ندهد. ما به ديگري مقدار درباره ي اطلاعاتي يكي، مقدار دانستن كه مستقل اند زماني تصادفي متغير دو
متفاوت پيوسته و گسسته تصادفي متغيرهاي براي استقلال دقيق تعريف مي ناميم. وابسته را آن ها نباشند، مستقل

است.

گسسته تصادفي متغيرهاي استقلال ۱ .۳
داشته y و x ممكن مقادير تمام براي اگر مستقل اند متغير دو اين باشند. گسسته تصادفي متغير دو Y و X كنيد فرض

باشيم
Pr(X = x, Y = y) = Pr(X = x) Pr(Y = y).
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با تعريف همين دهيم، نشان pY و pX با را حاشيه اي احتمال جرم توابع و pX,Y با را توأم احتمال جرم تابع اگر
صورت به ديگر نمادگذاري

pX,Y (x, y) = pX(x)pY (y)

مي شود. نوشته
براي خاص زوج يك بررسي باشد. برقرار (x, y) ممكن زوج هاي تمام براي بايد تساوي اين كه است اين مهم نكته ي
است. كافي وابستگي اثبات براي نباشد، برقرار تساوي آن در كه زوج يك حتي يافتن ولي نيست؛ كافي استقلال اثبات

اول تاس نتيجه ي و تاس دو مجموع مثال: ۲ .۳
صورت به را مجموع تصادفي متغير مي دهيم. نشان D2 و D1 با را آن ها نتيجه هاي و مي كنيم پرتاب را سالم تاس دو

S = D1 +D2

خير. يا مستقل اند D1 و S آيا كنيم بررسي مي خواهيم مي كنيم. تعريف
زيرا مستقل اند. متغير دو اين برسد نظر به است ممكن كنيم، بررسي را S = 7 مقدار فقط اگر

Pr(S = 7) =
6

36
=

1

6

بنابراين است. S = 7 و D1 = d آن در كه دارد وجود حالت يك دقيقاً d ∈ {1, 2, 3, 4, 5, 6} هر براي و

Pr(S = 7, D1 = d) =
1

36
= Pr(S = 7)Pr(D1 = d).

و S مقادير تمام براي بايد رابطه استقلال، براي است. كرده بررسي را S = 7 با متناظر مقادير فقط محاسبه اين اما
باشد. برقرار D1

تاس براي كه شود D2 = 0 بايد باشد، S = 5 و D1 = 5 اگر مي گيريم. نظر در را D1 = 5 و S = 5 مثال، براي
پس نيست. ممكن

Pr(S = 5, D1 = 5) = 0.

ولي
Pr(S = 5) =

4

36
=

1

9
, Pr(D1 = 5) =

1

6
,

نتيجه در و
Pr(S = 5)Pr(D1 = 5) =

1

9
× 1

6
=

1

54
> 0.

بنابراين
Pr(S = 5, D1 = 5) ̸= Pr(S = 5)Pr(D1 = 5),
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تاس ممكن مقادير تاس، دو مجموع دانستن نيز شهودي نظر از وابسته اند. يكديگر به و نيستند مستقل D1 و S پس
مي كند. محدود را اول

پيوسته تصادفي متغيرهاي استقلال ۳ .۳
باشيم داشته x, y ∈ R تمام براي اگر مستقل اند متغير دو اين باشند. پيوسته تصادفي متغير دو Y و X كنيد فرض

Pr(X ≤ x, Y ≤ y) = Pr(X ≤ x) Pr(Y ≤ y).

صورت به رابطه همين تجمعي، توزيع تابع از استفاده با

FX,Y (x, y) = FX(x)FY (y)

مي شود. نوشته
كه است آن استقلال معادل شرط باشند، داشته وجود حاشيه اي و توأم چگالي هاي اگر

fX,Y (x, y) = fX(x)fY (y)

مي آيند: دست به ديگر متغير روي انتگرال گيري از نيز حاشيه اي چگالي هاي باشد. برقرار y و x مقادير تمام براي

fX(x) =

∫ ∞

−∞
fX,Y (x, y) dy, fY (y) =

∫ ∞

−∞
fX,Y (x, y) dx.

استقلال بررسي در قلمرو نقش ۴ .۳
قلمرو تمام روي بايد تساوي اين نيست؛ كافي عامل دو به چگالي جبري عبارت شدن جدا تنها استقلال، بررسي براي

صورت به (x, y) تمام براي را توأم چگالي بتوان بايد دقيق تر، بيان به باشد. برقرار توزيع support يا

fX,Y (x, y) = g(x)h(y)

بايد مشترك قلمرو همچنين باشند. h(y) = fY (y) و g(x) = fX(x) نرمال سازي، از پس كه به طوري نوشت،
نيست. برقرار استقلال معمولاً باشد، وابسته X مقدار به Y ممكن محدوده ي اگر باشد. يك بعدي قلمرو دو حاصل ضرب

گوسي تصادفي متغير دو مثال: ۵ .۳
كنيد فرض

X ∼ N (µX , σ
2
X), Y ∼ N (µY , σ

2
Y )
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با باشد برابر آن ها توأم چگالي و

fX,Y (x, y) =
1

2πσXσY

exp

(
−(x− µX)

2

2σ2
X

− (y − µY )
2

2σ2
Y

)
=

[
1√
2πσX

exp

(
−(x− µX)

2

2σ2
X

)][
1√
2πσY

exp

(
−(y − µY )

2

2σ2
Y

)]
.

بنابراين است. fY (y) برابر و وابسته y به فقط دوم عامل و است fX(x) برابر و x تابع فقط اول عامل

fX,Y (x, y) = fX(x)fY (y)

مستقل اند. Y و X و

نمايي چگالي اول: سؤال ۶ .۳
مستقل اند؟ زير توأم چگالي با تصادفي متغيرهاي آيا

fX,Y (x, y) = 6e−3xe−2y, 0 < x <∞, 0 < y <∞.

حل
مي نويسيم: زير صورت به را توأم چگالي ابتدا

fX,Y (x, y) =
(
3e−3x

)(
2e−2y

)
.

با برابرند نيز حاشيه اي چگالي هاي
fX(x) = 3e−3x, x > 0,

و
fY (y) = 2e−2y, y > 0.

پس
fX,Y (x, y) = fX(x)fY (y).

مستقل اند. Y و X بنابراين است. (0,∞)× (0,∞) حاصل ضرب برابر نيز توزيع قلمرو

واحد مربع روي چگالي دوم: سؤال ۷ .۳
مستقل اند؟ زير توأم چگالي با تصادفي متغيرهاي آيا

fX,Y (x, y) = 4xy, 0 < x < 1, 0 < y < 1.
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حل
با است برابر X حاشيه اي چگالي

fX(x) =

∫ 1

0

4xy dy = 2x, 0 < x < 1.

با است برابر نيز Y حاشيه اي چگالي

fY (y) =

∫ 1

0

4xy dx = 2y, 0 < y < 1.

بنابراين
fX(x)fY (y) = (2x)(2y) = 4xy = fX,Y (x, y).

مستقل اند. Y و X پس است. بازه دو حاصل ضرب و (0, 1)× (0, 1) مربع نيز قلمرو

مثلثي قلمرو سوم: سؤال ۸ .۳
بگيريد: نظر در را زير تابع

f(x, y) = 8xy, 0 < x < 1, 0 < y < 1, x+ y < 1.

مستقل اند؟ متناظر تصادفي متغيرهاي آيا

حل و قيد توضيح
قلمرو نمي تواند بنابراين است؛ صفر مساحت داراي و خط يك فقط قلمرو شود، نوشته x + y = 1 به صورت قيد اگر

باشد. x+ y < 1 بايد نظر مورد قيد مثلثي، ناحيه ي ايجاد براي باشد. معمولي دوبعدي چگالي يك
زيرا نيست، نرمال مثلث اين روي 8xy تابع ∫همچنين 1

0

∫ 1−x

0

8xy dy dx =
1

3
̸= 1.

چگالي و است 24 برابر صحيح نرمال كننده ي ثابت نيست. معتبر احتمال چگالي يك به تنهايي قلمرو اين با 8xy بنابراين
صورت به نرمال شده

fX,Y (x, y) = 24xy, x > 0, y > 0, x+ y < 1

بود. خواهد
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،x ثابت مقدار هر براي است. توزيع مثلثي قلمرو اصلي، دليل نيستند. مستقل Y و X نرمال سازي، از پس حتي
برابر Y ممكن محدوده ي

0 < y < 1− x

مستقل بازه ي دو حاصل ضرب صورت به نمي توان را قلمرو اين است. وابسته X مقدار به Y محدوده ي پس است؛
نوشت.

مي كنيم: محاسبه را نرمال شده نسخه ي حاشيه اي چگالي هاي وابستگي، جبري مشاهده ي براي

fX(x) =

∫ 1−x

0

24xy dy = 12x(1− x)2, 0 < x < 1,

fY (y) =

∫ 1−y

0

24xy dx = 12y(1− y)2, 0 < y < 1.

با است برابر آن ها حاصل ضرب

fX(x)fY (y) = 144xy(1− x)2(1− y)2,

x+y > 1 چون ولي مثبت اند حاشيه اي چگالي دو هر ،(0.75, 0.75) مانند نقاطي در همچنين نيست. برابر 24xy با كه
شرط پس است. صفر توأم چگالي است،

fX,Y (x, y) = fX(x)fY (y)

وابسته اند. Y و X و نيست برقرار

تصادفي متغيرهاي استقلال جمع بندي ۹ .۳
توزيع تابع تجزيه ي با پيوسته متغيرهاي براي و توأم احتمال جرم تابع تجزيه ي با استقلال گسسته، متغيرهاي براي
جبري عبارت بر علاوه باشد. برقرار ممكن مقادير تمام براي بايد استقلال شرط مي شود. بررسي توأم چگالي يا تجمعي
است، وابسته ديگر متغير مقدار به متغير يك محدوده ي آن ها در كه قلمروهايي دارد؛ اهميت نيز قلمرو شكل توزيع،

مي شوند. وابستگي باعث معمولاً

استقلال و خطي تبديل تمرين: ۴
كنيد فرض

X ∼ N (µ, σ2)
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صورت به Y تصادفي متغير و
Y = 2X

باشد. شده تعريف
آوريد: دست به زير روش دو به را Y توزيع

تصادفي؛ متغير خطي تبديل قاعده ي از استفاده با .۱

.Y و X استقلال فرض با .۲

چرا. و مي شود منجر صحيح پاسخ به روش كدام دهيد توضيح و كنيد مقايسه را روش دو نتايج سپس

پاسخ
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نرمال متغيرهاي براي روش دو مقايسه
آنگاه Y = aX + b و X ∼ N(µ, σ2) اگر خطي: تبديل روش �

Y ∼ N(aµ+ b, a2σ2)

آنگاه باشند، مستقل X2 ∼ N(µ2, σ
2
2) و X1 ∼ N(µ1, σ

2
1) اگر مستقل: تصادفي متغيرهاي جمع روش �

Y = X1 +X2 ∼ N(µ1 + µ2, σ
2
1 + σ2

2)

روش دو هر با Y = 2X مثال بررسي
خطي تبديل اول: روش

Y = 2X ⇒ a = 2, b = 0

پس:
Y ∼ N(2µ, 4σ2)

متغيرها جمع دوم: روش
Y = X +X

نتيجه: در
X +X ∼ N(µ+ µ, σ2 + σ2)

يعني:
Y ∼ N(2µ, 2σ2)

غلط جواب
است؟ شده منجر غلط جواب به روش كدام رسيده ام. متفاوت جواب دو به روش دو از سوال:

رابطه زيرا مي كند، توليد غلط جواب مستقل تصادفي متغيرهاي جمع روش جواب:

Y = X1 +X2

در اما باشند؛ مستقل X2 و X1 كه است درست حالتي در فقط

Y = X +X
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نيستند. مستقل X و X چون نيست، برقرار استقلال
توزيع زير نرمال توزيع هاي طبق آن ها امتيازهاي كه هستند تصادفي بازي يك مشغول B و C بازيكن دو سوال:

شده اند:
AC ∼ N(1657, 2002)

AB ∼ N(1470, 2002)

كنيم: محاسبه مي خواهيم را C شدن برنده احتمال

P (C شدن (برنده = P (AC > AB) = P (AC − AB > 0)

كنيد: فرض باشند، مستقل AB و AC اگر

D = AC − AB = AC + (−AB)

مي كند؟ بيان به درستي است، D = AC − AB با برابر كه را، D توزيع زير گزينه هاي از كدام يك

D ∼ N(1657− 1470, 2002 − 2002) .۱

D ∼ N(1657− 1470, 2002 + 2002) .۲

D ∼ N(1657 + 1470, 2002 + 2002) .۳

هيچ كدام .۴

پاسخ
است. صحيح 2 گزينه

دليل
اينكه به توجه با

AB ∼ N(µ, σ2),

داشت: خواهيم بگيريم، نظر در را آن قرينه متغير اگر

−AB ∼ N(−µ, (−1)2σ2).
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براي بنابراين مي شود. قرينه ميانگين فقط و مي ماند باقي تغيير بدون واريانس پس

D = AC + (−AB)

داريم:
D ∼ N(1657− 1470, 2002 + 2002).

نتيجه: در
D ∼ N(187, 2× 2002).

نهايي احتمال محاسبه
با است برابر D واريانس كه آنجا از

2× 2002 = 80000,

با: مي شود برابر آن معيار انحراف
σD =

√
80000 ≈ 283.

با: است برابر C شدن برنده احتمال

P (� شدن (برنده = P (D > 0).

پس:
P (D > 0) = 1− FD(0) = 1− Φ

(
0− 187

283

)
≈ 0.7454.

مستقل تصادفي متغيرهاي مجموع
كلي قوانين

متغير دو از بيش به به سادگي نتايج اين (و است برقرار زير روابط هستند، مستقل Y و X وقتي X + Y توزيع براي
مي يابد): تعميم نيز

.X + Y ∼ Bin(n1 + n2, p) آنگاه Y ∼ Bin(n2, p) و X ∼ Bin(n1, p) اگر دوجمله اي: توزيع .۱

.X + Y ∼ Poi(λ1 + λ2) آنگاه Y ∼ Poi(λ2) و X ∼ Poi(λ1) اگر پواسون: توزيع .۲

.X + Y ∼ N(µ1 + µ2, σ
2
1 + σ2

2) آنگاه Y ∼ N(µ2, σ
2
2) و X ∼ N(µ1, σ

2
1) اگر نرمال: توزيع .۳
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پواسون تقريب كاربرد مثال:
مي توان آيا باشند. مستقل متغير دو اين و B ∼ Bin(50, 0.02) و A ∼ Bin(30, 0.01) كنيد فرض مسئله:

كرد؟ محاسبه ساده روشي با را P (A+B = 2)

كليدي نكته
براي شرط اين كرد. استفاده پواسون تقريب از مي توان p ≤ 0.05, و n ≥ 20 باشيم داشته دوجمله اي توزيع در هرگاه

است. برقرار B و A متغير دو هر

ساده ولي تقريبي روش :۱ روش

A ≈ X ∼ Poi(λ1 = np = 30× 0.01 = 0.3)

و
B ≈ Y ∼ Poi(λ2 = np = 50× 0.02 = 1).

پس:
X + Y ∼ Poi(λ1 + λ2) = Poi(1.3).

بنابراين:
P (A+B = 2) ≈ P (X + Y = 2) =

λ2

2!
e−λ =

1.32

2
e−1.3 ≈ 0.2302.

سخت تر ولي دقيق روش :۲ روش
گسسته: متغيرهاي براي كل احتمال قانون از استفاده با

P (A+B = 2) =
2∑

k=0

P (A = k)P (B = 2− k).

نتيجه: در

P (A+B = 2) =
2∑

k=0

(
30

k

)
(0.01)k(0.99)30−k

(
50

2− k

)
(0.02)2−k(0.98)48+k ≈ 0.2327.

نتيجه
است. دقيق جواب به نزديك بسيار تقريبي روش نتيجه مي شود، مشاهده كه همان طور
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مثال
ميدهد. نشان را X,Y, Z گسسته تصادفي متغير ۳ توأم احتمال توزيع زير جدول

دهيد؟ پاسخ زير سوالات به

Z Y X = 1 X = 2 X = 3 X = 4 X = 5 X = 6

0 Y = 1 0.006 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000

0 Y = 2 0.155 0.069 0.034 0.006 0.023 0.029

0 Y = 3 0.092 0.063 0.023 0.006 0.006 0.000

0 Y = 4 0.017 0.029 0.011 0.006 0.000 0.000

0 Y ≥ 5 0.029 0.006 0.011 0.006 0.000 0.000

1 Y = 1 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000

1 Y = 2 0.126 0.040 0.017 0.017 0.000 0.017

1 Y = 3 0.046 0.040 0.006 0.011 0.000 0.006

1 Y = 4 0.006 0.006 0.000 0.000 0.000 0.000

1 Y ≥ 5 0.006 0.000 0.017 0.011 0.000 0.000

1- P (Y ≥ 5, X = 1, Z = 1)

سوال صورت جدول به دقت راهنمايي:
2- P (Z = z | X = x)

آوريد بدست جدولي قالب در را مربوطه احتمال توزيع راهنمايي:
3- P (X = x | Z = z)

آوريد بدست جدولي قالب در را مربوطه احتمال توزيع راهنمايي:

جواب:
(۰۰۶ .۰) جدول در شده داده نشان جعبه -۱

كنيم. پيدا دست P (X = x, Z = z) توزيع به و بفرستيم حاشيه به را Y تصادفي متغير بايد ابتدا -۲
است. 0.184 جدول مطابق آن مقدار كه داد پاسخ P (X = 1, Z = 1) نظير سوال هايي به مي توان فوق توزيع كمك به

آورد: دست به را P (X = x | Z = z) و P (Z = z | X = x) توزيع هاي زير روابط كمك به سپس

P (Z = z | X = x) =
P (Z = z,X = x)

P (X = x)
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X = 1 X = 2 X = 3 X = 4 X = 5 X = 6

Z = 0 0.299 0.167 0.080 0.023 0.029 0.029

Z = 1 0.184 0.086 0.040 0.040 0.000 0.023

P (X = 1, Z = 1) = 0.184

P (Z = 0 | X = 1) =
P (Z = 0, X = 1)

P (X = 1)
=

0.299

0.299 + 0.184
=

0.299

0.483
= 0.619

P (Z = 1 | X = 1) =
P (Z = 1, X = 1)

P (X = 1)
=

0.184

0.299 + 0.184
=

0.184

0.483
= 0.381

-۳
X = 1 X = 2 X = 3 X = 4 X = 5 X = 6

Z = 0 0.619 0.659 0.667 0.364 1.000 0.556

Z = 1 0.381 0.341 0.333 0.636 0.000 0.444

P (X = x | Z = z) =
P (X = x, Z = z)

P (Z = z)

P (X = 1 | Z = 0) =
P (X = 1, Z = 0)

P (Z = 0)
=

0.299

0.299 + 0.167 + 0.080 + 0.023 + 0.029 + 0.029
=

0.299

0.627
= 0.477

P (X = 1 | Z = 1) =
P (X = 1, Z = 1)

P (Z = 1)
=

0.184

0.184 + 0.086 + 0.040 + 0.040 + 0.000 + 0.023
=

0.184

0.373
= 0.493

X = 1 X = 2 X = 3 X = 4 X = 5 X = 6

Z = 0 0.477 0.266 0.128 0.037 0.046 0.046

Z = 1 0.493 0.231 0.108 0.108 0.000 0.062
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Law of the unconscious statistician : LOTUS

E[g(X)] =
∑
x

g(x)p(x)

اميد Y = D2 مقدار X = D1 +D2 مقدار ناميم. مي D2 و D1 را آن ها و مي كنيم پرتاب بار ۲ را وجهي ۶ تاس دو
كنيد. حساب را E[X | Y = 6]

∑جواب:
x xp(X = x | Y = 6) = 2× 0 + 3× 0 + · · ·+ 6× 0

+ 7× 1
6
+ 8× 1

6
+ · · ·+ 12× 1

6
= 9.5

مي رسيم: فوق جواب به هم شهودي طور به *
6 + E[val of D1] = 6 + 3.5 = 9.5

E[X = 1] -۶ E[Y | X] -۵ E[X | Y = 6] -۴ E[X | Y ] -۳ E[X,Y ] -۲ E[X] -۱ : سوال
است. مطابق زير مورد كدام با فوق اعداد از كدام هر

(g(X)) X از تابعي -C Y از تابعي -B عدد يك -A
ندارد مفهومي -E (g(X,Y )) X,Y از تابعي -D

(5C) (4A) (3B) (2F) (1A) جواب:
. كرد محاسبه توان نمي را پيشامد يك اميد و است پيشامد يك X = 1 (6E)

است. مطابق مورد كدام با E[X | Y ] سوال:
عدد يك -C X از تابع يك -B Y از تابع يك -A

A جواب:

كنيد: بررسي دقيق تر را قبل صفحه دار ستاره مورد *
E[X | Y = 6] = 9.5

X = W + Y ،W = value of D1 Let
هستند. مستقل W,Y
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∴ E[X | Y = y] = E[W + Y | Y = y] = E[W + y | Y = y] = y + E[W | Y = y]

↓

(E[y | Y = y] = y)
= y +

∑
w wp(W = w | Y = y)

استقلال علت به
= y +

∑
w wp(W = w)

= y + E[W ] = y + 3.5

E[X | Y ] = 3.5 + Y پس:

كنيد: تحقيق *
g(Y ) = E[X | Y ] E[E[X | Y ]] = E[g(Y )] =

∑
y P (Y = y)E[X | Y = y]

=
∑

y P (Y = y)
∑

x xp(X = x | Y = y)

شرطي اميد تعريف =
∑

y (
∑

x xp(X = x | Y = y)P (Y = y)) =
∑

y

∑
x xp(X = x, Y = y)∑ مكان كردن جابجا =

∑
x

∑
y xp(X = x, Y = y) =

∑
x x
∑

y p(X = x, Y = y)

X تصادفي متغير راندن حاشيه به =
∑

x xp(X = x)

= E[X]

بگيريد: نظر در را زير بازگشتي برنامه *

f() : uniform

X is randomly selected from [1, 2, 3]

if (x == 1); ret 3

elseif (x == 2); ret (5 + f())

else ret(7 + f())

كنيد. حساب را E[Y ] باشد، f() توسط شده داده بازگشت مقدار Y كنيد فرض

E[Y ] = E[Y | X = 1]

1
3︷ ︸︸ ︷

p(X = 1) + E[Y | X = 2]

1
3︷ ︸︸ ︷

P (X = 2) + E[Y | X = 3]

1
3︷ ︸︸ ︷

p(X = 3) جواب:

E[Y | X = 1] = 3 پس برمي گرداند. را 3 است، X = 1 وقتي
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پس: برمي گرداند. را f() بازگشتي مقدار علاوه به 5 است، X = 2 وقتي
E[Y | X = 2] = ⃝ب

E[5] + Y الف
E[Y + 5] = 5 + E[Y ] ⃝ب
E[5] + E[Y | X = 2] ج

پس: برمي گرداند. را f() بازگشتي مقدار علاوه به 7 مقدار است، X = 3 وقتي
E[Y | X = 3] = 7 + E[Y ]

E[Y ] = 3× 1
3
+ (5 + E[Y ])(1

3
) + (7 + E[Y ])(1

3
) جايگذاري: براي

= 1
3
((3 + 5 + 7) + 2E[Y ]) = 5 + 2

3
E[Y ] =⇒ E[Y ] = 15

پيوسته: و گسسته تصادفي متغيرهاي تلفيق *
همان وزن بيانگر گسسته متغير N و اشياء حجم بيانگر پيوسته متغير X كنيد فرض

مي دهد. نشان را آن ها احتمال توزيع زير شكل باشد. (10, 12, 16, 19) اشياء

40 50 60 70 80 90
۰

۱۲ .۰

x, cm3

N = 10
N = 12
N = 16
N = 19

۴ شكل

N شرط به X شرطي PDF fX|N(x | n) .A
X شرط به N شرطي PMF pN |X(n | x) .B
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x = 48 x = 60 x = 72
0

1 N = 10

N = 12

N = 16

N = 19

۵ شكل

تلفيقي) تصادفي متغير (از : مثال
مي شود. مشاهده شير n و مي كنيم پرتاب بار n+m را سكه يك

fX(x) باشد؛ مي تواند احتمالي هر سكه) آمدن شير (احتمال X آزمايش، از قبل *
N = شيرها تعداد شود فرض

pN |X(n|x) هستند؛ مستقل سكه پرتاب X = x شرط با *
مي كنيم. بيان fX|N(x|n) با را آن و شده به روز N = n مشاهده با X به نسبت ما باور

كنيد. متناظر D تا A به توجه با را زير توزيع هاي
X|N -۳ N |X -۲ X -۱

بيز يادگيري -C Bin(n+m,x) -B Uni(0, 1) -A
(subjective) ذهني ايده -D

جواب:
مي باشد. A ما باور ولي D X -۱

B N |X -۲
C X|N -۳

و گويند) پيشين يا prior توزيع آن به بيزي احتمال در (و باشد احتمالي هر مي تواند X آزمايش، از قبل بيشتر: شرح
X ∼ Uni(0, 1) معمولاً
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و گويند) likelihood آن به (و است مستقل سكه ها پرتاب ، X = x شرط با باشد، شير) (تعداد N = n وقتي حال
مي شود: بيان زير رياضي نماد با

N |X ∼ Bin(n+m,x)

است دوجمله اي توزيع داراي N |X شرطي توزيع يعني

و مي دهد به دست X تصادفي متغير به نسبت بهتري استنباط ،N = n مشاهده از پس X شده روز به باور نهايت در
گسسته توزيع دو تلفيق (به مي دهيم. نشان را آن fX|N(x|n) نماد با و گوييم (پسين) posterior آن به بيزي آمار در

كنيد) توجه پيوسته و

fX|N(x|n) =

جمله اي ۲︷ ︸︸ ︷
PN |X(n|x)

︷يكنواخت ︸︸ ︷
fX(x)

PN(n)
=

(
n+m
m

)
xn(1− x)m × 1

PN(n)

=

(
n+m
m

)
xn(1− x)m

PN(n)︸ ︷︷ ︸
ثابت

=
1

c
xn(1− x)m

است. c = ∫ 1

0
xn(1− x)mdx آن در كه

شرطي: توزيع *
باشند. پيوسته تصادفي متغيرهاي Y و X كنيد فرض

از: است عبارت نشود) صفر كسر مخرج تا fY (y) > 0 مي كنيم فرض آن در (كه Y شرط به X شرطي PDF

fX|Y (x|y) =
fX,Y (x, y)

fY (y)

x از ︷تابعي ︸︸ ︷
fX|Y (x|y)dx

1︸︷︷︸
احتمال

=
fX,Y (x, y)dxdy

fY (y)dy

P (x ≤ X ≤ x+ dx | y ≤ Y ≤ y + dy) =
P (x ≤ X ≤ x+ dx, y ≤ Y ≤ y + dy)

P (y ≤ Y ≤ y + dy)
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نوشت. اميد مقدار صورت به مي توان را حاشيه اي احتمال هر

PX(x) =

∫
y

PX|Y (x|y)PY (y) dy = Ey

[
PX|Y (x|y)

]

f(x, y) =

y(1
2
− x) + x 0 ≤ x ≤ 1 ، 0 ≤ y ≤ 2

0 otherwise

مي باشد. زير تابع y = 1
2

صفحه با سطح مقطع سطح مثلاً كنيد. نگاه مقطع ها سطح به

f(x,
1

2
) =

1

2

(
1

2
− x

)
+ x =

x

2
+

1

4

x

y

1

2

0 1

است f(x, y) > 0 كه x− y صفحه در نواحي :۶ شكل
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0 1
x

y

f(x, 0) = x (ج)

0 1
x

y

f(x, 1) = 1
2 (ب)

0 1
x

y

f(x, 2) = 1− x (آ)

است. احتمال توزيع فوق، متغيره ۲ توزيع كه كنيد ∫بررسي ∞

−∞

∫ ∞

−∞
f(x, y) dx dy =

∫ 2

0

∫ 1

0

[
y

(
1

2
− x

)
+ x

]
dx dy

=

∫ 2

0

{∫ 1

0

[
y

(
1

2
− x

)
+ x

]
dx

}
dy

=

∫ 2

0

[∫ 1

0

y

(
1

2
− x

)
dx+

∫ 1

0

x dx

]
dy

=

∫ 2

0

[
y

∫ 1

0

(
1

2
− x

)
dx+

∫ 1

0

x dx

]
dy

=

∫ 2

0

[
y × 0 +

1

2

]
dy

=

∫ 2

0

1

2
dy =

1

2
· 2 = 1

رسيديم. زير انتگرال به فوق دوگانه انتگرال گيري فرايند ∫در ∞

−∞
f(x, y) dx =

∫ 1

0

[
y(
1

2
− x) + x

]
dx =

1

2
0 < y < 2

از است عبارت Y حاشيه اي توزيع كه

fY (y) =


1
2

0 < y < 2

0 otherwise

است. U(0, 2) يكنواخت توزيع مي دهيم تشخيص كه
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fX(x) =

∫ ∞

−∞
f(x, y) dy

=

∫ 2

0

[
y

(
1

2
− x

)
+ x

]
dy 0 < x < 1

=

(
1

2
− x

)∫ 2

0

y dy + 2x 0 < x < 1

= 2

(
1

2
− x

)
+ 2x 0 < x < 1

= 1 0 < x < 1

= 0 otherwise

است. U(0, 1) يكنواخت توزيع يك كه
نيستند. مستقل پيشامدها كه fX(x)fY (y) =

1
2
̸= f(x, y) فوق مثال در

از: است عبارت است، 0 < y < 2 وقتي Y = y شرط به X شرطي توزيع

f(x|y) = f(x, y)

fY (y)

=
y
(
1
2
− x
)
+ x

1
2

0 < x < 1

= y(1− 2x) + 2x 0 < x < 1

= 0 otherwise

داريم: y = 1
2

براي است. قبلي صفحه در مقطع سطح معادله همان 1
2

مقياس كننده ضريب به فوق معادله كه

f(x|1
2
) =

x+ 1
2

0 < x < 1

0 otherwise

از ،y تغييرات با مي كنيم ياد نشده مقياس شرطي چگالي هاي عنوان به آنها از كه مقطع ها سطح اين كه داريم توجه
شود) نگاه قبل صفحه دو شكل y مقدار سه (براي مي شوند عوض مقياس و شكل نظر
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f(y|x) = fY (y) است: fX(x) > 0 كه xهايي همه و yها همه براي اگر كلي طور به
f(x|y) = fX(x) است: fY (y) > 0 كه yهايي همه و xها همه براي معادل، طور به يا

f(x, y) = fX(x).fY (y) yها: و xها همه براي معادل، طور به يا
هستند. مستقل تصادفي متغيرهاي Y و X مي گوييم

است: زير صورت به Y و X ،pdf مثال:

f(x, y) =
12

7
(x2 + xy) 0 ≤ x ≤ 1 ، 0 ≤ y ≤ 1

P (X > y) -a
كنيد. حساب را fX(x) حاشيه اي) (چگالي حاشيه اي توزيع -b

جواب:
:a بخش

P (X > y) =

∫∫
X>y

f(x, y) dx dy =

∫ 1

0

∫ 1

y

12

7
(x2 + xy) dx dy x > y →

y ∈ [0, 1]

x ∈ [y, 1]

=

∫ 1

0

12

7

(
x3

3
+

x2y

2

) ∣∣∣∣∣
1

y

dy شده عوض ۱ تا y از x يعني

=

∫ 1

0

(
12

21
+

12

14
y − 12

21
y3 − 12

14
y3
)

dy =
9

14

:b بخش
:0 ≤ x ≤ 1 براي

fX(x) =

∫ 1

0

12

7
f(x2 + xy) dy =

12

7
x2 +

6

7
x y راندن حاشيه به

:x > 1 و x < 0 براي
fX(x) = 0

.X ∼ N(50, 25) داريم و مي كنند مراجه نانوايي به روز در كه باشد افرادي تعداد X كنيد فرض مثال:
مي ماند. منتظر Yi ∼ Poisson(8) مدت به i نفر هر = Yi
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چيست؟ E[W ] مي باشد، W =
∑X

i=1 Yi با برابر مشتريان همه براي شده سپري زمان هستند، مستقل Yi و X

جواب:

E[W ] = E

(
X∑
i=1

Yi

)
= E

[
E

[
X∑
i=1

Yi | X

]]
= E [X · E[Yi]] = E[X]E[Yi] = 50 · 8

باشد: مشخض تعداد وقتي

E

[
X∑
i=1

Yi | X = n

]
=

n∑
i=1

E[Yi | X = n] =
n∑

i=1

E[Yi] = nE[Yi]

E

[
X∑
i=1

Yi | X

]
= X.E[Yi]

در مشتري تعداد = X مثلاً كنيم. پيشگويي Y مورد در مي خواهيم و كرده ايم مشاهده را X تصادفي متغير مثال:
Y پيشگويي براي كه باشد تابعي g(X) كنيد فرض صبح. ۱۰ ساعت در مشتري تعداد = Y و صبح ۹ ساعت در صف

مي كند. كمينه را E[(Y − g(X))2] كه هستيم g(X) آن دنبال به .Ŷ = g(X) يعني مي رود، بكار

جواب:
g(X) = E[X|Y ] پيشگو: بهترين

X به Y و مي كنيم مشاهده را X اكنون مي شود. كمينه است، c = E[Y ] كه وقتي E[(Y − c)2] شهودي طور به
مي شود. انتخاب c = E[Y |X] بنابراين است، وابسته

است. ماشين يادگيري شروع واقع در فوق مطلب

:(Indicator RV) نشانگر تصادفي متغير
است. A پيشامد براي نشانگر تصادفي متغير = X

X =

1 دهد رخ A اگر
0 صورت اين غير در

E[X] = P (A)

.E[X|Y = y] = P (A|Y = y) ،Y هر براي مشابه طور به
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.E[X] = EY [EX [X|Y ]] = E[E[X|Y ]] = E[P (A|Y )] بنابراين
احتمال چگالي E[X] =

∑
y P (A|Y = y)P (Y = y) = P (A) بايد اميد اين محاسبه براي گسسته: حالت براي

مهم). (بسيار بنويسيد. صحيح طور به را مربوطه
مي باشد. فوق مشابه پيوسته: حالت براي

كّل: احتمال قانون
P (A) =

∑
y

P (A|Y = y)P (Y = y)

n ورود ترتيب انواع يعني شوند، وارد مي توانند منشيان حالت n! به مي كنيم. مصاحبه nنفر با منشي: استخدام مثال:
كنيم. استخدام را نفر ۱ فقط مي خواهيم بگيريد، نظر در الاحتمال متساوي را همه كه است n! منشي،

دارد. وجود 1 به α اختلاف ضريب يك «متوسط» و «بهترين» بين بهره وري نظر از ادعا:
مي گيرد. نظر در را α = 100 ضريب B كمپاني و α = 25 ضريب A كمپاني

خير. يا و كنيد استخدام كه بگيريد تصميم بايد مصاحبه هر از پس بلافاصله فرض:
مي دهد. شما به قبلي كانديداي i− 1 با مقايسه در رتبه بندي يك مي آوريد، بدست iم نفر با مصاحبه از كه فيدبكي

k از كه كانديدي اولين سپس نكنيد، استخدام را آنها و كنيد مصاحبه نفر k با نفر، n ميان از ابتدا استخدام: استراتژي
كنيد. استخدام را باشد بهتر اوليه نفر

مي كنيم: تعريف ترتيب اين به را زير احتمال
شود انتخاب نفر n ميان از كانديدا بهترين آنكه احتمال = Pk(best)

(1, 2, ..., n) كانديدا بهترين موقعيت = X

Pk(Best) =
n∑

i=1

Pk(Best|X = i)P (X = i)P (X = i)︸ ︷︷ ︸
1
n

=
1

n

n∑
i=1

Pk(Best|X = i)

باشند. بهترين مي توانند نفر n از كدام هر
نكرده ايم، استخدام را او ما چون و i ≤ k يعني باشد اولي نفر k جزو نفر بهترين اگر است، بديهي

Pk(Best|X = i) = 0 ،i ≤ k اگر بنابراين:
بهترين اگر دارد)، قرار i موقعيت در مي كنيم (فرض داريم. را كانديدا بهترين انتخاب شانس ما استخدام، استراتژي بر بنا
مي دهيم. نشان Pk(Best|X = i) صورت به را آن احتمال باشد. اول نفر k جزو i− 1 مصاحبه شونده نفر تا كانديداي
نفر بهترين انتخاب شانس آنوقت، باشد. اول نفر k جزو دارد، قرار i موقعيت در كه نفر بهترين اگر كه، مي كنيم تكرار

Pk(Best|X = i) = 0 ،i ≤ k اگر ما) انتخاب استراتژي (طبق داده ايم دست از را
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Pk(Best|X = i) = Pk(باشد اول نفر k جزو قبلي نفر i− 1 در نفر بهترين |X = i) = k
i−1

:i > k براي
پس:

Pk(Best) =
1

n

n∑
i=1

Pk(Best|X = i) =
1

n

n∑
i=k+1

k

i− 1

≈ k

n

∫ n

i=k+1

1

i− 1
di =

k

n
ln(i− 1)

∣∣∣∣n
k+1

=
k

n
ln

n− 1

k
=

k

n
ln

n

k

مي گيريم. مشتق k به نسبت Pk(Best) از بيبشينه سازي، براي

g(k) =
k

n
ln

n

k

g′(k) =
1

n
ln

n

k
+

k

n
(
−1
k

) =
1

n
ln

n

k
− 1

k

مي كنيم: حل k حسب بر و g′(k) = 0 مي دهيم قرار
1

n
ln

n

k
− 1

n
= 0→ ln

n

k
= 1→ k

n
= e→ k =

n

e

مي شود: آن احتمال كه كنيد انتخاب را بهترين سپس و كنيد مصاحبه را نفر n
e

پس

Pk(Best) ≈ 1

e
= 0.368

CLRS كتاب مرجع:



امتيازي تمرين كامپيوتري سيستم هاي كارايي ارزيابي ۴۹

دوبعدي فضاي در شيء ردگيري مثال و توأم توزيع هاي ۵
پيشامد چند بحث ۱ .۵

استقلال
P (EF ) = P (E)P (F )

⇐=
شرطي احتمال

P (E | F ) =
P (EF )

P (F )

⇐=
اشتراك

P (E ∩ F ) = P (EF )

چندمتغيره: توأمِ توزيع هاي

مستقل تصادفي متغير
مستقل تصادفي متغيرهاي جمع ⇐=

شرطي توزيع هاي
pX|Y (x | y)

fX|Y (x | y)

⇐=

توأم احتمال چگالي
(PDF/PMF)

pX,Y (x, y)

fX,Y (x, y)

يادگيري). بر (مقدمه اي ۲بعدي فضاي در شيء ردگيري مثال: يك
شيء). مختصات (X,Y )) داريم بعد ۲ در شيء يك محل مورد در پيشين باور يك پيشين: باور .۱

توزيع تابع يك طبق (يعني شده آغشته نويز با كه شيء فاصله ي مورد در مشاهده يك (مشاهده): اندازه گيري .۲
مي آيد. به دست (D = 4 (مثلاً فاصله اين و مي شود انجام مي باشد)

مشاهده از پس ۲بعدي فضاي در شيء مكان مورد در شما (posterior = (پسين شده به روز باور پسين: باور .۳
مي شود. بحث زير احتمالات مورد در واقع در احتمال، در مي باشد. چه اندازه گيري

fX,Y |D(x, y | d)︸ ︷︷ ︸
(posterior belief) پسين باور

=

(گواه) ︷درست نمايي ︸︸ ︷
fD|X,Y (d | x, y) ·

(prior belief) پيشين ︷باور ︸︸ ︷
fX,Y (x, y)

fD(d)︸ ︷︷ ︸
نرمال كننده ثابت

متقارن ۲متغيره نرمالِ يك پيشين توزيع كنيد فرض .= (X,Y ) شيء ۲بعدي محل مبدأ؛ (0, 0) كنيد فرض :(۱)
باشد.

درست نمايي و پيشين باور ۲ .۵

fX,Y (x, y) =
1

2πσ2
e−[(x−3)2+(y−3)2]/2σ2

= K1 e
− (x−3)2+(y−3)2

8
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نرمال كننده. ثابت K1 = µx؛ = µy = 3 و σ2 = 2 كنيد فرض آن در
فرض باشد. مبدأ از شيء شعاعي فاصله ي D = كنيد فرض مسئله). درست نمايي (قسمت D = 4 مشاهده -۲
واريانس با توزيع داراي نويز كه شده آغشته نويز به هنوز D مي دانيم. را (x, y) مكان در شيء واقعي محل كنيد

.µ =
√
x2 + y2 مي دهد: نشان را واقعي مكان D بي نويزي، در مي شود. فرض σ2 = 1

شود. D = 4 به منجر ما اندازه گيري كه (likelihood) است محتمل چقدر مي دانيم، را (x, y) واقعي محل اگر -۳

D | X,Y ∼ N
(
µ =

√
x2 + y2 , σ2 = 1

)
كنيم. فرض نرمال را نويز اثر واقع در

d

چگالي احتمال

σ2 = 1

µ =
√
x2 + y2

دارد. نرمال توزيع شيء واقعي محل به نسبت فاصله اندازه گيريِ هر

fD|X,Y (D = d | X = x, Y = y) =
1

σ
√
2π

e−(d−µ)2/2σ2

=
1√
2π

e−
(d−

√
x2+y2)

2

2 = K2 e
−
(4−

√
x2+y2)

2

2

نرمال كننده. ثابت K2 = 4)؛ با مثال در µ؛ =
√

x2 + y2 و σ2 = 1 (با

درست نمايي و پيشين باور هندسيِ نمايش ۳ .۵
و است (3, 3) حول گاوسي تپه يك پيشين باور ديد: xy صفحه روي هندسي به صورت مي توان را مسئله مؤلفه دو

مي سازد. مبدأ حول 4 شعاع به حلقه يك D = 4 درست نماييِ
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x

y

−5 +5

+5

−5

D = 4

درست نمايي

x

y

−5 +5

+5

−5

3

3

پيشين باور

:۲ و ۱ بخش هاي جمع بنديِ

پيشين: باور (۱)
fX,Y (x, y) = K1 · e−

[(x−3)2+(y−3)2]
8

:(likelihood) درست نمايي (۲)

fD|X,Y (d | x, y) = K2 e
− (d−µ)2

2 µ =
√

x2 + y2 , σ2 = 1

(هدف): پسين باور (۳)
fX,Y |D(x, y | 4) = fX,Y |D (X = x , Y = y | D = 4)

توجه با و زير طبق اندازه گيري، مشاهده از پس شيء ۲بعدي محل مورد در (پسين) شده به روز باور .۳ بخش صورت
است): پسين چگاليِ (هدف، مي آيد به دست ۲ و ۱ بخش هاي به

fX,Y |D
(
X = x, Y = y | D = 4

)
←− (تئوري)

(۳ (بخش پسين باور محاسبه ۴ .۵
و ۱ بخش هاي به توجه با و زير طبق اندازه گيري، داده پردازشِ با شيء ۲بعدي محل مورد در (پسين) شده به روز باور

مي شود: محاسبه بيز قضيه از ،۲
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fX,Y |D(X = x, Y = y | D = 4) =

︷D=4درست نمايي، ︸︸ ︷
fD|X,Y (D = 4 | X = x, Y = y)

پيشين ︷باور ︸︸ ︷
fX,Y (x, y)

P (D = 4)

=
K2 · e

−
(
4−
√

x2+y2
)2

/2 · K1 · e−[(x−3)2+(y−3)2]/8

P (D = 4)

=
K3 e

−

(4−√
x2+y2)

2

2
+

(x−3)2+(y−3)2

8


P (D = 4)

= K4 · e
−

(4−√
x2+y2)

2

2
+

(x−3)2+(y−3)2

8



(←− است ثابت كه P (D = 4))

−5 +5

+5

−5

3

3

پسين باور

∝ −5 +5

+5

−5

D = 4

درست نمايي

×
−5 +5

+5

−5

3

3

پيشين باور

fX,Y (x, y) = K1 e
−
[(x−3)2+(y−3)2]

8 ←− پيشين باور

fX,Y |D(x, y | 4) = K4 · e
−

(4−√
x2+y2)

2

2
+
[(x−3)2+(y−3)2]

8


←− پسين باور

مستقل تصادفي متغير دو جمع ۶
توزيع داراي D2 و D1 است بديهي باشد. چهاروجهي تاسِ ۲ پرتاب براي شده داده نمايش اعداد D2 و D1 كنيد فرض

و D1 ∼ D2 شده اند. توزيع يكنواخت به طور ۶ و ۵ و ۴ و ۳ و ۲ و ۱ ساپورت روي و بوده مشابه
E(D1) = E(D2) = 3.5

مي كنيم: تعريف را مقابل تصادفي متغير ۲
V = D1 +D1

W = D1 +D2
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هستيم. كردن جمع حال در را هستند يكنواخت توزيع داراي ۶ تا ۱ اعداد روي كه تصادفي متغير ۲ مورد، ۲ هر در
جمع پذيري: قانون طبق

E[V ] = E[W ] = 7

زوجِ مقادير فقط V ولي دارد خود ساپورت روي را ۱۲ تا ۲ مقادير همه W است. متفاوت كاملاً W و V توزيع هاي ولي
ميانگين آنكه با مي باشد، بيشتر W از V توزيع پراكندگيِ مي شود مشاهده مي گيرد. خود به را ۱۲ و ۱۰ ،۸ ،۶ ،۴ ،۲

مي باشد. ۷ دو هر

v

احتمال

0.05

0.10

0.15

۲ ۴ ۶ ۸ ۱۰ ۱۲
V = 2D1

w

احتمال

0.05

0.10

0.15

۲ ۳ ۴ ۵ ۶ ۷ ۸ ۹ ۱۰ ۱۱ ۱۲
W = D1 +D2

مثلثي). راست؛ (سمت W = D1+D2 و (16 برابر مقدار هر احتمال يكنواخت، چپ؛ (سمت V = 2D1 احتمال جرمِ تابع شكل:

در ،V = D1 +D1 در ولي مستقل پيشامدها W = D1 +D2 در كه است آن به مربوط پراكندگي در تفاوت دليل
مهم وابستگي واريانس در ولي نمي باشد مهم وابستگي ميانگين در پس است. تاس يك انداختنِ مقدار برابرِ دو واقع
است ممكن D2 چون است، ملايم تر كمي ،W در ولي است بزرگ هم V باشد، بزرگ D1 وقتي ،V در چون است.

است. وابسته مي شوند جمع كه متغيري ۲ رابطه ي به مجموع مقدار تغييرپذيريِ باشد. كوچك
مستقل: متغير n جمع در

SD(Sn) =
√
n σ ⇐= Var(Sn) = Var(X1) + · · ·+Var(Xn) = nσ2

فوق: مثال در مي باشد. Xi واريانسِ σ2

SD(W ) =
√
2× 1,71 ⇐= SD(D1) = 1,71

SD(V ) = SD(D1 +D1) = SD(2D1) = 2 SD(D1) = 2× 1,71 ⇐= براي Vولي

آوريد: به دست زير توأمِ PDF براي را E(XY 2)

fXY (x, y) =


x+ y 0 < x ≤ 1 , 0 < y ≤ 1

0 صورت اين غير در
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E[XY 2] =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
(xy2) fXY (x, y) dx dy =

∫ 1

0

∫ 1

0

xy2(x+ y) dx dy

=

∫ 1

0

∫ 1

0

(
x2y2 + xy3

)
dx dy =

∫ 1

0

(
1
3
y2 + 1

2
y3
)
dy =

17

72

اسكايپ در ارسالي اطلاعات ۷
كارايي ارزيابي درس

خونساري دكتر
۱۴۰۰

اگر باشند. Uniform[0,1] توزيع با i.i.d تصادفي متغيرهاي از دنباله اي U1, U2, . . . كنيد فرض مسئله. يك .۱
در سوال ها اين جواب كنيد. حساب را E[N ] باشد، U1 + U2 + · · · + UN ≥ 1 كه باشد كمينه اي ايندكس N
به را هستند مواجه آن با معمولاً دانشجويان كه ابهام هايي كه است اين سوال ها اين از من منظور هست. اينترنت
اشتراك به را آن مي تواند مي كند پيدا آر يا و پايتون كد همرا به جالب خيلي حل راه كسي اگر كنم. گوشزد شما

بگذارد.

يا و ارلانگ نمايي، تعدادي جمع / دوجمله اي برنولي، تعدادي جمع است؛ جالبي بحث تصادفي متغيرهاي جمع .۲
آرايش با آي آي دي تصادفيِ متغيرهاي جمع مي دهد نشان كه شده بيان مركزي حد قضيه بالا لينك در اما . گاما
بهتر درك براي كنيد سعي باشيد. داشته را دقت كمال فوق الذكر مورد مفهوميِ تفاوت به مي باشد. نرمال شده ذكر
جمع از سريعتر خيلي يكنواخت تصادفيِ متغيرهاي جمع در كه كنيد دقت مخصوصاً بزنيد. را آر يا و پايتون كد

شويد. متوجه را همگرايي نرخ در تفاوت اين علت كنيد سعي مي شوند. همگرا نرمال به نمايي مثلاً

: غيره و نمايي دوتايي، برنولي، نرمال، توزيع هاي پايتونِ كد آدرس
https://colab.research.google.com/drive/1o73Zrf5G9SVUFW2UY-qcGn3BhWCPktXr?usp=

sharing

.۳ Tail of distribution is P (X > x). For some distributions (light tailed) such as exponen-
tial it decays fast. For some distributions (long tailed, heavy tailed) such as Pareto it
decays slowly. So, for heavy tailed you see big values in the support of the distribution
many times and you couldn’t ignore such values.

نمايي: و يكنواخت توزيع هاي جمع با مركزي حد قضيه تعامليِ نمايشِ .۴

https://colab.research.google.com/drive/1o73Zrf5G9SVUFW2UY-qcGn3BhWCPktXr?usp=sharing
https://colab.research.google.com/drive/1o73Zrf5G9SVUFW2UY-qcGn3BhWCPktXr?usp=sharing
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https://demonstrations.wolfram.com/IllustratingTheCentralLimitTheoremWithSumsO

fUniformAndExpone/#popup1

كرده اند: فراموش را رياضي كه دانشجوياني براي .۵
https://amsi.org.au/ESA_Senior_Years/PDF/

مستقل. متغيرهاي كمينه و بيشينه توزيعِ .۶
Let X1, X2, . . . , Xn be independent random variables (distribution functions Fi(x) and
tail distributions Gi(x), i = 1, . . . , n).

Distribution of the maximum

P{max(X1, X2, . . . , Xn) ≤ x} = P{X1 ≤ x, . . . , Xn ≤ x}

= P{X1 ≤ x} · · ·P{Xn ≤ x} (independence!)

= F1 · · ·Fn

Distribution of the minimum

P{min(X1, X2, . . . , Xn) > x} = P{X1 > x, . . . , Xn > x}

= P{X1 > x} · · ·P{Xn > x} (independence!)

= G1(x) · · ·Gn(x)

همه يعني باشد ايكس كمتر-مساوي ماكزيمم بخواهيم اگر يعني كنيد: فكر توزيع تابع خود به ماكزيمم براي
احتمالات حاصلضربِ مساوي توأم، احتمالاتِ استقلال، علت به و بود خواهند ايكس كمتر-مساوي هم متغيرها
خواهند X از بزرگتر همه يعني باشد ايكس از بزرگتر مينيمم اگر و كنيد فكر توزيع مكملِ به مينيمم براي و است؛

هستند. صحيح فوق روابط و بود

است؟ احتمال CDF چرا سوال:

گروه در ارسالي لينك هاي

https://towardsdatascience.com/sum-of-exponential-random-variables-b023b61f0c0 •

f

https://demonstrations.wolfram.com/IllustratingTheCentralLimitTheoremWithSumsOfUniformAndExpone/#popup1
https://demonstrations.wolfram.com/IllustratingTheCentralLimitTheoremWithSumsOfUniformAndExpone/#popup1
https://amsi.org.au/ESA_Senior_Years/PDF/
https://towardsdatascience.com/sum-of-exponential-random-variables-b023b61f0c0f
https://towardsdatascience.com/sum-of-exponential-random-variables-b023b61f0c0f
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https://homepage.divms.uiowa.edu/~mbognar/applets/gamma.html •

• look at other distributions and try to play with the parameters of each distribution and
change the random variable in the support (range) of each distribution.

https://homepage.divms.uiowa.edu/~mbognar/ •

http://www.statisticalengineering.com/sums_of_random_variables.htm •

https://stats.libretexts.org/Bookshelves/Probability_Theory/Book%3A_Introducto •

ry_Probability_(Grinstead_and_Snell)/07%3A_Sums_of_Random_Variables/7.02%3A_Sum

s_of_Continuous_Random_Variables

https://www.probabilitycourse.com/chapter10/10_1_0_basic_concepts.php •

https://www.geeksforgeeks.org/python-numpy-np-multinomial-method/ •

https://www.geeksforgeeks.org/sympy-stats-multinomial-function-in-python/ •

https://www.probabilitycourse.com/chapter5/5_2_5_solved_prob.php •
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